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Вступ. У сучасній економічній науці і практиці мате-
матичні моделі стали необхідним інструментом дослідження 
виробничих процесів, що дозволяє глибше зрозуміти їх еко-
номічну динаміку і обґрунтувати рішення, що приймаються, 
при плануванні, прогнозуванні і управлінні. Незважаючи на 
численні розробки оптимальних стратегій в економіці, спо-
стережувана на практиці картина, зокрема, виникнення і роз-
виток кризових ситуацій, свідчить про необхідність подаль-
шого вивчення економічних явищ. У зв'язку з цим, проблема 
визначення механізмів і сценаріїв розвитку динаміки в еконо-
мічних системах опиняється дуже важливою і актуальною. 
Розробка і дослідження інтегрованих моделей на базі 
використання інформаційних і інноваційних технологій  з ме-
тою прогнозування нелінійної динаміки еколого - економіч-
них і соціально - гуманітарних систем в сучасних умовах є ак-
туальною проблемою. Такий підхід в повному об'ємі підтвер-
джується думкою багатьох видатних учених вираженої із 
приводу концепції стійкого розвитку, яка з'явилася в резуль-
таті об'єднання трьох основних моделей і точок зору (триєди-
ній моделі): економічною, соціальною і екологічною[1-6]. 
При моделюванні еколого - економічного розвитку в 
руслі концепції екологічної модернізації і принципу стійкого 
розвитку необхідно враховувати наступні взаємозв'язані сис-
теми: економіка (виробництво), праця (населення), ресурси 
(корисні копалини, природні ресурси та ін..), природа (ця сис-
тема відбиває стан довкілля). Називатимемо останню систему 
моделлю забруднення, попри те, що вона включає і позитивні 
дії такі як: очищення, відновлення та ін. В якості регулюючо-
го органу у базовій моделі виступає деякий центр(регіональне 
управління), який визначає еколого - економічну політику, 
тобто приймає рішення про рівень споживання, рівень здоби-
чі і рівень забруднення. Таким чином, базова модель включає 
чотири взаємозв'язані взаємодіючі моделі і деякий критерій 
вибору оптимальної екологічної політики. 
Мета роботі є розробка та дослідження інтегральної  
соціально - еколого - економічної стохастичної моделі дина-
міки техногенного регіонального підприємства, придатних 
для в умов криз. 
Виклад основних результатів. Запропонований огляд 
і аналіз деяких отриманих останніми роками різними автора-
ми результатів по макро і мікромоделюванню динаміки еко-
лого-економічних і соціогуманітарних систем і процесів, які 
функціонують і розвиваються в складних умовах нелинейнос-
тей, нестабильностей і криз.  
Більшість створених раніше моделей соціально еколо-
го-економічних систем (СЕЕС) моделей мають теоретичний і 
детермінований характер і досить проблемно з точки зору на-
явності інформації для їх реалізації. У зв'язку з цим завдання 
управління техногенним регіональним виробництвом (ТРВ) в 
умовах кризи обумовлює об'єктивну необхідність вдоскона-
лення методів, моделей і інформаційних технологій на основі 
стохастичних рівнянь для управління СЕЕС. 
Основною вимогою парадигми стійкого розвитку є 
створення умов існування майбутніх поколінь шляхом обме-
женого природокористування, налагодження циклів відтво-
рення природних ресурсів і довкілля разом з розвитком соціа-
льного капіталу - усе це може бути виконано тільки на основі 
використання науково-технічних досягнень і при високій ін-
новаційній активності. Тому парадигма інноваційного розвит-
ку концептуально обґрунтовує шлях досягнення стійкого зро-
стання ТРВ за допомогою розвитку людського потенціалу і 
зменшення навантаження ТРВ на людину і довкілля. 
Щоб підвищити ефективність управління ТРВ в умо-
вах кризи, необхідно позитивно впливати на усі її структурні 
складові, від яких залежить успіх діяльності ТРВ на перспек-
тиву. Стійкий розвиток ТРВ вимагає такого підбору і поєд-
нання її складових, які забезпечували б гармонійне функціо-
нування ТРВ як єдиного цілого. Одним з основних чинників 
підвищення ефективності функціонування ТРВ є інтенсифі-
кація виробництва, на яку у вирішальному ступені впливає 
наука. Інтелектуальний капітал ТРВ - це внутрішній ресурс, 
здатний надати їй нові інноваційні переваги. Важливо, щоб в 
результаті інноваційної діяльності ТРВ, спрямованої на подо-
лання кризових явищ, був підвищений рівень її системності і 
за рахунок цього був отриманий синергетичний ефект [1]. 
У роботі [1-3] досліджений процес вдосконалення ме-
ханізму управління техногенним регіональним виробництвом 
шляхом розробки методів, моделей і інформаційних техноло-
гій социально-эколого-экономического  управління (СЕЕУ) в 
умовах кризи. Запропоновані математична і концептуальна 
моделі і проведені сценарні розрахунки по імітаційній моделі 
управління ТРВ. 
Це дослідження є розвитком результатів робіт авторів 
[1-6] по еколого-економічному моделюванню і управлінню на 
випадок обліку стохастичних чинників впливу і ми сподіває-
мося, що представлений матеріал буде корисний як для відо-
мих фахівців - дослідників в цьому напрямі науки, так і для 
молодих учених. 
1. Концептуальну модель інтегрального еколого-
економічного, соціального гуманітарного розвитку і управ-
ління складною системою в умовах невизначеності, нестабі-
льності, складнощі і тому подібне "НІ - чинників" і "БАГАТО 
- чинників" можна представити у вигляді теоретико-
множинного кортежу виду:  
TEURKGFYXHSEEIS uonc ,,,,,,,,,;,,,: 111111111      (1) 
 де
uonc
HSEE ,,, - інтегральний кортеж основного набо-
ру систем, причому
c
E - економіка(економічна система); nE - 
довкілля(екосфера); 
o
S  - соціальна сфера(соціальна систе-
ма);
u
H - гуманітарні компоненти в моделі. Кортеж 
111111
,,,,, KGFYX  складається із загальновідомих компо-
нент для кожної вищезгаданих систем: ...,,,,
1 SIInnc
RIRRR  - 
кортеж ресурсів, причому
c
R  і nR - економічні і екологічні ре-
сурси; 
n
I - інвестиції; II - інформаційні і інноваційні потен-
ціали; SR  - ресурс для забезпечення безпеки від сукупності 
загроз, ризиків і криз.  
 Глобальна схема інтегральної моделі стійкого і соціо-
гуманітарного розвитку системи можна представити у вигляді 
інтегратора: 
uocn
HSEES  , тобто як інтегральна «4-
х - едіна» система, причому 
c
E  - економічна система, nE - 
екологічна система, 
o
S  - соціальна система,
 uH
 - гуманітарна 
система; X(t, r) - стан інтегральної системи S; у просторі змін-
них    3, RTrt  ; 
0
X - стан системи S в початковий момент 
часу 
0
t ; W- безліч обурюючих чинників зовнішнього середо-
вища [3,4]. 
 2. Концептуальну модель прогнозування і управління 
еколого-економічними процесами (ЕЕП) техногенного еконо-
мічного об'єкту (ТЕО) в умовах наявності  «НІ - і БАГАТО - 
чинників» можна представити у вигляді теоретико-множинної 
моделі як кортеж: 
 , , , , , , , , , , , ,u pX Y F H R E T G K K P U   ,        (2) 
 де X - безліч можливих станів техногенного економіч-
ного об'єкту;  эклYYY ,экн - загальний вихід техногенного 
економічного об'єкту, причому экнY  - продуктивна  множина 
(тобто «корисний вихід»), а эклY  - безліч забруднень (тобто 
«шкідливий вихід»);  эклFFF ,экн - модельне відображення 
ТЕО;  эклэкн HHH , - загальний оператор спостережень (ви-
мірів); R - ресурсна множина (тобто основний контрольова-
ний вхід ТЕО); E - безліч невизначених чинників (як зовні-
шніх, так і внутрішніх, тобто як аддитивних, так і мультиплі-
кативних), зокрема, ця множина стохастичної, нечіткої, мно-
жинної або змішаною неопределенностей;  - безліч обме-
жень; T - часовий інтервал функціонування і розвитку ТЕО; 
G - цільова множина; uK - узагальнений еколого-
економічний критерій управління (ЕЕК); pK - узагальнений 
критерій оптимізації прогнозування (КОП); P - оператор еко-
лого-економічного прогнозування (предиктор);  
 эклэкн UUU , - вектор еколого-економічного управління 
(ЕЕУ). Позначення «екн» і «екл» відповідають економічним і 
екологічним змінним. 
 Тоді завдання оптимального еколого-економічного 
прогнозування, тобто визначення предиктора, як для внутрі-
шніх, так і для зовнішніх процесів можна сформулювати та-
ким чином: визначити оцінку ,...,),(ˆ
10
 Tx вектору 
стану )( Tx при заданому кроці прогнозу  на основі без-
лічі еколого-економічних спостережень ]},[),({
0
Tttty  і по 
заданому КОП pK . 
 Завдання ЭЭУ тепер полягає у визначенні ефективного 
інтегрального вектору управління  эклэкн UUU , на основі оці-
нок ,...,),(ˆ
10
 Tx і нелінійної динамічної еколого-
економічної моделі ТЕО, що забезпечує досягнення мети 
G при заданому узагальненому еколого-економічному крите-
рії uK і обмеженнях з урахуванням умов неопределеннос-
тей і ризиків. 
 Мультиплікативно-аддитивна стохастична модель з хао-
тичною динамікою в загальному вигляді можна представити 
як векторні рівняння: 
)()()(),()()()(),()](0)[()( ttdtDtttatAtDtxXtxtAx    (3) 
чи, мультиплікативно-аддитивна стохастична модель з хаоти-
чною динамікою і з управлінням, тобто з урахуванням керів-
ників дії : 
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 (4) 
 Модель спостережень представляється у вигляді: 
   .)()()()( ttxtHty        (5) 
 Тут використані наступні позначення: )(),(),(( ttt  - 
мультиплікативно-аддитивні стохастичні компоненти в моде-
лях (3) - (5), )(t - хаотична складова в моделі системи (3). 
Інші позначення приведені вище. 
 3. Інтегральна социо-еколого-економічна динамічна мо-
дель поведінки з духовно-моральними змінними концептуально 
може бути представлена, в загальному (у блоковому) вигляді: 
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 де  
4
,
3
,
2
,
1
XXXXX   - об'єднаний вектор поведінкових 
змінних і станів соціо- еколого- економічної системи з ураху-
ванням змінної рівня духовності (СЕЕСД) - 
4
X , причому в 
(6)  tXX
11
  - вектор економічних змінних;  tXX 22   - ве-
ктор екологічних змінних (змінних забруднення);  tXX
33
 - 
вектор соціальних змінних;  
4321
,,, PPPPP   - сукупний век-
тор параметрів СЕЕСД (внутрісистемні і зовнішнього середо-
вища);  
4321
,,,   - вектор зовнішніх випадкових і 
невизначених змінних. Наприклад, для ТРВ [1,2] 
 CILKX ,,,,
111
 ,  
4321
,,, CCCCC   - вектор деяких пара-
метрів споживання (витрат), а 
1
C - величина соціального 
споживання (тобто на зарплату і т. п.), 
э
CC 
2
- споживання 
на екологію, 
s
СС 
3
- споживання на безпеку, 
i
СС 
4
- 
об'єм інвестицій на інноваційні, інформаційні і гуманітарні 
технології.  
 4. Синергетична модель динаміки нелінійної стохас-
тичної системи з хаотичною поведінкою: 
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 де
ii
w, - стохастичні обурюючі складові моде-
лі;   ta
ij
- нестаціонарні складові моделі;  
il
d  - коефіцієнти 
дифузії, що визначають рівень розподілу змінних стану; 
X
 - 
сумарне максимальне(гранично допустиме) значення векто-
ру ;  
i
 - сукупність параметрів, які призводять до хаотич-
ності.  
 Зокрема, цю модель можна представити і як систему 
рівнянь : 
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де
i
X - координати вектору стану системи, причо-
му
i
X  ),,( yxtX i ; i, j =1,2,…,n; ir – коефіцієнт репродукції 
(розмноження, зростання, розвитку і тому подібне); 
i
a - пара-
метр насичення, обмежуюче зростання(репродукцію); 
ij
b - па-
раметр взаємодії між підсистемами (суб'єктами господарської 
діяльності); ),( yxD
i
- коефіцієнт дифузії i - й підсистеми (су-
б'єкта економіки) в точці ),( yx ; i  i ),,( yxt  і 
i
  i ),,( yxt - стохастичні мультиплікативні і аддитивні 
складові моделі, відповідно; 
i
u  iu ),,( yxt - координати ве-
ктору управління, тобто управлінських рішень; 
i
A - масшта-
буючий коефіцієнт,  -лапласиан, тобто  
2222 /(*)/(*)(*) yx  , а t [0, T] - інтервал часу функціо-
нування і розвитку системи. 
 Такі моделі описують і охоплюють досить широкий 
клас складних процесів і систем, до яких відносяться ноосфе-
рные моделі стійкого розвитку [6].  
 5. Принцип системної динаміки стохастичних проце-
сів. Принцип системної динаміки або метод системної дина-
міки (МСД) - це метод вивчення складних систем з неліній-
ними зворотними зв'язками. МСД припускає, що для основ-
них фазових змінних (так званих системних рівнів) пишуться 
диференціальні рівняння за одним і тому ж типом: 
  ,0,,    XXX   (8) 
 де
X - позитивний темп швидкості змінної X , що 
включає усі чинники, що викликають зростання змін-
ної X ; X - негативний темп швидкості, що включає усі чин-
ники, що викликають убування змінної X . Згідно МСД, пе-
редбачається, що ці темпи виражаються через множення функ-
цій, залежних тільки від так званих "чинників" - допоміжних 
змінних, що є комбінаціями основних змін-
них: X ± = g( X 1, X 2,…, X n) = f(F1, F2,…, Fk) = f1(F1) f2(F2) … 
fk(Fk), де ),...,( 1 jmjjj XXgF  - чинники, причому  m = m(j) < 
n, k < n (n - число рівнів), тобто чинників менше, ніж змінних, 
що дозволяє спростити завдання і розглядати тільки функції 
одного змінного [7-9]. 
 Для стохастичних процесів МСД можна представити 
як стохастичне диференціальне рівняння виду:  
 ,),(),,( tdWtXXXWXXFdX  

 (9) 
 де 0,  , tW  - стандартний броунівський рух;  - 
коефіцієнт мінливості (волатильности). 
 Для узагальнення поняття стану динамічної системи на 
стохастичний випадок, припустимо, що розподіл вірогідності 
змінною стану x в майбутньому визначається однозначно зна-
ченням її стану в сьогоденні. Зажадаємо також, щоб система 
описувалася марківським процесом(моделлю).  Для пред-
ставлення стохастичної моделі динаміки системи в дискрет-
ному випадку можна використати різницеве рівняння у виді 
[8]: 
 ,),),(()),(()1( Ttttxwttxftx   (10) 
 де f - умовне середнє від )1( tx  при заданому )(tx , 
аw - випадкова величина з нульовим середньому. 
 Якщо рівняння (10) є стохастичною моделлю состоя-
ничя динамічної системи, то необхідно щоб умовний імовір-
нісний розподіл )1( tx при заданому )(tx не залежить від ми-
нулих значень x .  Модель (10), що має цю властивість, на-
зивається стохастичним різницевим рівнянням, а про-
цес Tttx ),(  є марківським. 
 Якщо додатково припустити, що умовний розподіл 
)(tw при заданому )(tx нормально, то випадкову величи-
ну )(tw можна представлена у виді 
),(),()),(( tetxttxww  а рівняння (10) можна переписати 
у виді: 
 ,),()),(()),(()1( Tttettxttxftx    (11) 
де Ttte ),(  послідовність незалежних однаково розподіле-
них випадкових величин з параметрами (0,1). 
 У безперервному випадку стохастична модель стану 
динамічної системи можна представити у вигляді стохастич-
ного диференціального рівняння: 
  ,),(),( dwtxtxFdx    (12) 
 Помітимо, що в (12) другий член стохастичний і дорів-
нює твору функції стану на приріст вінерівського процесу. 
Відмітимо також, що якщо прийняти поняття білого шуму з 
безперервним часом, то рівняння (12) можна представити в 
наступному виді: 
 ),(),(),( tetxtxF
dt
dx
    (13) 
де Ttte ),(  - білий шум з безперервним часом. 
 6. Моделювання екологотипу - економічного оптима-
льного управління техногенного регіонального підприємст-
ва(ТРП) [4]. Варіант еколого-економічної моделі ТРП. Оскі-
льки приріст(зростання) забруднення дорівнює різниці між 
об'ємом зробленого забруднення і об'ємом знищеного забруд-
нення за рахунок безпосередньої боротьби з ним, так і в ре-
зультаті природного спаду (асиміляція), динаміку забруднен-
ня в загальному вигляді можна описати наступним диферен-
ціальним рівнянням:  
,  ZZZ  
де для ТРП       zkfZkfZ    1, , а для ре-
гіональної економіки в цілому, зокрема, для техногенного ре-
гіону (у разі взаємної незалежності ТРП) [10-12]:  
        
n n
iiiiiii zkfZkfZ
1 1
.1, 
 
 Припустимо, що величина норми накопичення 
є  t  - змінна величина. Тоді питоме споживання можна 
вичислити як  
                kfatkfakfattc  1111        чи   
         .11 tckfakfa   
 При цьому рівняння динаміки фондів прикмет вид 
          ,1 ckfkkfakk    чи 
       
0
0, kktckkfk   .  
 Якщо, наприклад, випуск визначається 
як   ,,, CIYLKFY  те модифікована модель динаміки фо-
ндів з урахуванням запізнювання інвестиційних потоків  (з 
розподіленим лагом і коли функції яд-
ра       trhth exp
0
, тобто для стаціонарного випадку) 
прикмет наступний вид [1,4] (14): 
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 При цьому помітимо, що потік інвестицій також є сто-
хастичним процесом.  
 Рівняння (14) є основною динамічною моделлю керо-
ваної ТРП і в якості змінної, що управляє, можна узяти пито-
ме споживання      tLtСtс   або норму накопичення , а 
змінна стану - k(t) - фондовооруженность, тобто 
     tLtKtk  . 
 Традиційна модель приріст капіталу за відсутності 
впливу випадкових чинників описується рівнянням [11,12,14]: 
  
.,1 dt
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 Динаміка капіталу може істотно залежати від випадко-
вих чинників, які ми врахуємо, додавши в рівняння  стохасти-
чний доданок tdW [13]: 
  
.,1 t
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t
t dWdt
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 Тут tW - стандартний броунівський рух;  - коефіцієнт 
мінливості(волатильности) приросту капіталу. 
 Стохастичний доданок tdW  
в рівнянні (16) характе-
ризує вплив екзогенних випадкових чинників(економічної 
кон'юнктури,   виробничої невизначеності, наукових відкрит-
тів та ін.) на динаміку галузі. 
 При переході в (16) до відносних показників: фондово-
оруженности ;
t
t
t
L
K
k  середньої продуктивності пра-
ці ;
t
t
t
L
X
x  питомим інвестиціям на одного зайнято-
го ;
t
t
t
L
I
i  среднедушевому споживанню
t
t
t
L
C
c  можна запи-
сати, користуючись формулою Ито, стохастичне диференціа-
льне рівняння для фондовооруженности 
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чи      ttttt dWkdtkFkdk   1, - оскільки ви-
робнича функція  tt LKF ,  є лінійно-однорідною, а значить,
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 Введемо позначення:
 
   ,1,, tt kFkf   отримуємо остаточно односектор-
ну стохастичну динамічну модель галузі розробки програмного 
забезпечення: 
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 Модель праці найчастіше класично представляє як мо-
дель експоненціального зростання Мальтуса: 
      .L0L,tLtL 0   
 Проте ця модель необмеженого зростання трудових 
ресурсів не знаходить відображення в практичному застосу-
ванні. У цих випадках використовують моделі типу Ферхюлс-
та або Гомперца відповідно: 
   00 )0(,/)(1)()( LLLtLtLtL     (18) 
чи            00 )0(,)(/ln)()( LLtLLtLtL   . (19) 
 Тут
0L - деяка константа, що визначає максимально 
можливу чисельність працюючих. При такому підході до мо-
делювання трудових ресурсів не враховується вплив рівня 
споживання і рівня забруднення. Дотримуючись логіки моде-
лювання, розширену модель трудових ресурсів можна пред-
ставити одним з наступних видів : 
 0Z )0(,)()()()( LLtCtZtLtL C  
 , (20) 
   0)0(,C)Q(Z,/)(1)()( LLtLtLtL   ,  (21)    
   0)0(,)(/C)Q(Z,ln)()( LLtLtLtL   .   (22) 
 У першому рівнянні константи CZ , - характеризу-
ють зміну чисельності населення (у тому числі у зв'язку зі 
зміною рівня смертності, рівня народжуваності і міграції) 
внаслідок екологічної ситуації і рівня споживання в регіоні. У 
другому і третьому – функція C)Q(Z, визначає зміну верхньої 
межі чисельності населення регіону. Особливе завдання поля-
гає у визначенні виду функції C)Q(Z, .  
 Нелінійна модифікована динамічна модель системи 
при логістичному характері зміни Lмає вигляд [4]: 
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 Динаміки праці також може істотно залежати від випа-
дкових чинників, які ми можемо врахувати, додавши в рів-
няння(18) або (19) стохастичний доданок типу tdW , напри-
клад, у вигляді стохастичного логістичного рівняння Ферхю-
льста [13]: 
 
     tLtttt dWLLdtLLbLadL  00  ,   (24) 
як стохастичне диференціальне рівняння, де 0L - загальне 
(граничне) число працюючих; 
dt
dL
L - швидкість зміни чис-
ла працівників;
 tLL 
0
 - об'єм потенційного ринку праці; tLW  
- стандартний броунівський рух (вінерівський процес [9]),  - 
мінливість (волатильность) ринку, т. е.
 
  tLt dWLKL  0  - 
випадковий доданок - випадковий процес, пропорційне не-
охопленій частині ринку праці. 
 Рішенням рівняння (т. е. рішення задачі Коши) є випа-
дковий процес 
  ,exp,
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де tE  
- «геометричний» броунівський рух:
 
  tLtt WdtbLaEdE   20  за початкової умо-
ви 10 E [13]. 
 Зокрема, логістичне рівняння зростання чисельності 
працівників в детермінованому випадку має вигляд: 
 ttt bLaLL  1 . 
 Сучасна точка зору на екологічну проблему така, що 
дилема між економічним розвитком і збереженням довкілля  
може бути дозволена лише за допомогою коэволюційного ро-
звитку економічного виробництва, природи і суспільства, 
створення нового «екологізованного» законодавства. Це зна-
ходить своє відображення в концепції екологічної модерніза-
ції - сучасній науковій теорії, основним об' єктом якої є орга-
нізаційна і менеджерська структура індустріальної економіч-
ної системи і їх перетворення в руслі одночасного забезпе-
чення стійкого розвитку і збереження довкілля.  
 При моделюванні еколого-економічного розвитку в ру-
слі концепції екологічної модернізації і принципу стійкого 
розвитку необхідно враховувати наступні взаємозв'язані сис-
теми : економіка (виробництво), праця (населення), ресур-
си(корисні копалини, природні ресурси), природа (ця система 
відбиває стан довкілля). Називатимемо останню систему мо-
деллю забруднення, попри ті, що вона включає і позитивні дії 
такі як: очищення, відновлення та ін. У якості регулюючого 
органу у базовій моделі виступає деякий центр(регіональне 
управління), який визначає еколого-економічну політику, 
тобто приймає рішення про рівень споживання, рівень здоби-
чі і рівень забруднення.  
 Таким чином, базова модель включає чотири взаємоз-
в'язані взаємодіючі моделі:Модель капіталу, Модель ресурсів, 
Модель забруднення, Модель праці і деякий критерій вибору 
оптимальної екологічної політики.  
 Інтегральна модель можна представити як кортеж у 
виді: IM =< Модель капіталу, Модель ресурсів, Модель забру-
днення, Модель праці та ін.>. 
 Відмітимо, що необхідно і важливо в систему моделей 
також включити моделі інших важливих чинників і активів. 
 Для формалізації базової моделі введемо деякі позна-
чення: C - споживання, Z - забруднення, Y - обсяг «корисно-
го» випуску, R - залишок ресурсу, K - капітал, L - праця (ро-
боча сила), I - інвестиції, D - витрати на зниження забруд-
нення. 
 Формалізація базової моделі може бути представлена в 
наступному загальному виді. 
 Критерій вибору еколого-економічної політики тобто 
-  ЕЕУ: 
 
      max,,,  DYCM              (25) 
 де  DYC ,, - функція добробуту регіону, а М- символ 
математического ожидания. 
Модель капіталу:          .0,,,,,,, 0KKICLDRKWtK k    (26) 
Модель забруднення:          .0,,,,,, 0ZZDZYLKJtZ z     (27) 
Модель ресурсів:          .0,,,,, 0RRYLKRGtR R          (28) 
Модель праці:           .0,,,, 0LLZCLStL L                  (29) 
 Тут SGJ ,,,  - деякі задані функції, а ( k , z , R , L ) – 
стохастичні зміни, які описують нестабільну зовнішню сере-
довище.   
 Модель ресурсів складається з двох підсистем. Це обу-
мовлено наявністю двох типів ресурсів: поновлюваних і непо-
новлюваних [15]. 
 Для моделювання поновлюваних ресурсів використо-
вують моделі, аналогічні моделям праці: 
   Модель Мальтуса: 
      .0, 0RRtRtR R    
   Модель Ферхюльста: 
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   Модель Гомперца: 
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   Модель Монода: 
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 Тут  tS~ - динаміка деякого допоміжного атрибуту, що 
обмежує приріст ресурсу (наприклад, харчування для біологі-
чних ресурсів, світло для рослинних і тому подібне). 
 Модель Лотки-Вольтерра, що враховує динаміку двох 
взаємновпливаючих ресурсів. Наприклад, модель хижак-
жертва у виді: 
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 Облік дії інших підсистем соціально-еколого-
економічної моделі приведе до розширення типової моделі 
поновлюваних ресурсів. Таке розширення можна провести 
шляхом додавання в деру модель додаткових змінних: 
            .0,Y 0RRtLttKtRtR LKR    
 Модель непоновлюваних ресурсів на відміну від попе-
редньої моделі не міститиме доданку, що враховує відновлен-
ня   tRR , але враховуватиме розвідку нових родовищ 
     tLtKФ , :  
               .0,,Ф 0RRtYtLtKtLtKtR LK    
 Тут     tLtK ,Ф  - деяка функція, що визначає загаль-
ну технологію і дослідження залежно від витраченого капіта-
лу  tK  і притягненої праці  tL . 
 Модель забруднення. До моделювання забруднення іс-
нує декілька підходів. Один з них представлений в монографії 
акад. Моісеєва Н. Н. «Оптимізація, дослідження операцій і 
теорія управління», у якій автор пропонував розглядати взає-
модію держави, економіки і природи у рамках ієрархічної си-
нергетичної/кібернетичної системи. 
 Система має синергетичний  опис, якщо ефективно по-
будований оператор D, такий, що стан системи в кожен мо-
мент часу   00 tT,tt  може бути побудований по значеннях 
вектору    01,, ttx  , за умови, що усі зовнішні дії, що 
управляють, фіксовані: 
          ,,,,,,,, 0100 tttTttuxDtx       (30) 
де  r,t випадкова дія з відомими імовірнісними характерис-
тиками,    Gr,t   дія, задана мірою невизначенос-
ті kRu,G  - дії, що управляють, r - просторова змінна (век-
тор). 
 У результаті комплексної формалізації отримаємо один 
з варіантів соціально - еколого- економічною моделі динаміки 
у вигляді наступної системи рівнянь: 
         tDtCtRtLtKFetKtK t  )(),(),( ,   ,K0K 0      (31) 
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          0CZ L0L,tCtZtLtL   ,  (33) 
            00, RRtLtYtKtRtR LKR    (34) 
чи 
               .0,, 0RRtYtLtKtLtKdtR LK    (35) 
 .Z)0(Z),Z(g)c1)(R,L,K,c(fZ 0
*    (36) 
де Y - обсяг «корисного» випуску, K - капітал, L - число пра-
цюючих, C - об'єм споживання, Z - об'єм забруднень («шкід-
ливий» вихід), I - інвестиції, R - інші ресурси, D - витрати на 
заходи по зниженню забруднень. Тоді трійка ( DYC ,, ) визна-
чає еколого - економічну політику розвитку, тобто 
),,( DYCU  - вектор управління.  
 Модель еколого-економического управління. Для 
управления ТРВ в качестве эколого-экономической модели 
динамики можно рассмотреть уравнения (31) и (36) с векто-
ром состояния  zkx ,  и управляющим вектором парамет-
ров (переменных)   ,u [3-5].  
 Тепер завдання оптимального еколого-економічного 
управління (ЕЕУ) ТРВ може представлена в наступній поста-
новці.  
 Нехай інтегральна модель динаміки СЕЕС є (31) -(34).  
 В якості функції корисності можна розглядати функ-
цію  
     uxUzkUqU ,,,,)(   , (37) 
а функціонал ефективності -  
         
T
t
dttqUtqJ
0
exp    (38) 
і критерій оптимізації управління -  
    
Qq
qJ

max     (39) 
при обмеженнях:  
      0000 ,,1;1,0|,,, ztzktkzkQ    
чи  
           .,,,|,,, 0000 TT ZTzZtzKTkKtkzkQ   (40) 
 7. Завдання еколого-економічного управління в даному 
випадку полягає у визначенні оптимальних доль  і  випус-
ку, призначених на споживання і боротьбу із забрудненням 
відповідно, тобто 1,0,,   YzYc  на основі, 
наприклад,  наступній приватній моделі:  
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          .1,1,0  tttt   (42) 
 У разі інтегральної моделі управління функція корис-
ності (ФК) - це є функція параметрів /змінних 
 4321 ,,,
~ u , де   }4,...,1,{ ktk - долі витрат на неви-
робничі, екологічні витрати, на безпеку, інноваційні і інфор-
маційні технології, а критерій оптимальності тепер є співвід-
ношення:  
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 Для вирішення завдань ЭЭУ на основі приведених сто-
хастичних і детермінованих моделей можна скористатися ві-
домими класичними методами оптимального управління з 
обмеженнями [3,4,11,14]. 
Висновки. Розроблена та досліджена інтегральні  со-
ціально - еколого - економічні стохастичні моделі динаміки 
техногенних регіональних підприємств, придатних для в умов 
криз. Відмітимо, що при моделюванні динаміки праці, ресур-
сів та інших факторів використано узагальнене логістичне рі-
вняння Ферхюльста. Запропонований огляд і аналіз деяких 
отриманих останніми роками різними авторами результатів 
по макро і мікромоделюванню динаміки еколого-економічних 
і соціогуманітарних систем і процесів, які функціонують і ро-
звиваються в складних умовах нелинейностей, нестабильнос-
тей і криз. Більшість створених раніше моделей соціально 
еколого-економічних систем (СЕЕС) моделей мають теорети-
чний і детермінований характер і досить проблемно з точки 
зору наявності інформації для їх реалізації. У зв'язку з цим за-
вдання управління техногенним регіональним виробництвом 
(ТРВ) в умовах кризи обумовлює об'єктивну необхідність 
вдосконалення методів, моделей і інформаційних технологій 
на основі стохастичних рівнянь для управління СЕЕС. 
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